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8 êëàñ

1. Â òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî áiñåêòðèñó BL. ×åðåç âåðøèíó A ïðîâåäåíî ïðÿìó, ùî

ïåðïåíäèêóëÿðíà äî BL i ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC â òî÷öi K. Äîâåäiòü, ùî AL = LK.

Âêàçiâêè. Íåõàé D � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ AK i BL. Îñêiëüêè ∠ABD = ∠DBK, òî

∠BAD = ∠BKD. Îòæå, òðèêóòíèê ABK ðiâíîáåäðåíèé, àäæå ìà¹ äâà ðiâíi êóòè ïðî

îñíîâi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî áiñåêòðèñà BD ¹ òàêîæ i ìåäiàíîþ â òðèêóòíèêó ABK. Òîäi

LD � öå âèñîòà i ìåäiàíà â òðèêóòíèêó ALK. Çíà÷èòü, òðèêóòíèê ALK ðiâíîáåäðåíèé,

òîìó AL = LK.

2. Âiäîìî, ùî ìàãi÷íi iñòîòè Øâèäêîðîñëèêè äóæå øâèäêî ðîñòóòü. Íàïðèêëàä, øâèäêî-

ðîñëèê Åíäi âèðîñòà¹ çà ðiê íà 1 ìåòð, à øâèäêîðîñëèê Áàíäi � íà 2 ìåòðè. Âiäîìî, ùî

6 ðîêiâ òîìó Áàíäi áóâ â îäèíàäöÿòü ðàçiâ äîâøèé çà Åíäi, à 4 ðîêè òîìó � â äåâ'ÿòü

ðàçiâ äîâøèé. ßêèé çðiñò çàðàç ìàþòü Åíäi òà Áàíäi?

Âêàçiâêè. Íåõàé a � öå çðiñò Åíäi, à b � öå çðiñò Áàíäi. Çà óìîâîþ çàäà÷i{
b− 12 = 11(a− 6),

b− 8 = 9(a− 4).

Ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó i îòðèìà¹ìî, ùî a = 13, b = 89.

3. Ôàêòîðiàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçèâà¹òüñÿ äîáóòîê âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1

äî n âêëþ÷íî (ïîçíà÷à¹òüñÿ öåé äîáóòîê ñèìâîëîì n!). Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî

2017! + 2018! + 2019!

äiëèòüñÿ íàöiëî íà 20192.

Âêàçiâêè. 2017! + 2018! + 2019! = 2017!(1 + 2018 + 2018 · 2019) = 2017! · 20192.

4. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îá÷èñëèëè ñóìó éîãî öèôð òà âiäíÿëè ¨¨ âiä ñàìîãî ÷èñëà. Ó

÷èñëà, ÿêå ïðè öüîìó îòðèìàëîñÿ, çíîâó îá÷èñëèëè ñóìó öèôð i ïîçíà÷èëè ¨¨ ÷åðåç m.

Çíàéäiòü âñi òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ m = 10.

Âêàçiâêè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(n) ñóìó öèôð ÷èñëà n. Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëî n−S(n) êðàòíå

äåâ'ÿòè. ßêùî n � îäíîöèôðîâå ÷èñëî, ùî n−S(n) = 0. Íåõàé n � k-öèôðîâå ÷èñëî (k ≥ 2),

n = a1 . . . ak. Òîäi

n− S(n) = 10ka1 + 10k−1a2 + · · ·+ 10ak−1 + ak − (a1 + a2 + · · ·+ ak−1 + ak) =



= a1(10
k − 1) + a2(10

k−1 − 1) + · · ·+ ak−1(10− 1).

Çðîçóìiëî, ùî âñi ÷èñëà, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â êîæíié äóæöi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi ñêëàäà-

þòüñÿ ç îäíèõ äåâ'ÿòîê i òîìó êðàòíi 9. Îòæå, i âñÿ ñóìà êðàòíà 9.

Çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå, ñóìà öèôð ÷èñëà n−S(n) òàêîæ êðàòíà äåâ'ÿòè. Ç iíøîãî áîêó,

m = 10 íå êðàòíå äåâ'ÿòè. Îòæå, íå iñíó¹ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó çàäà÷i.

5. Â êðà¨íi Äiàãîíàëi¨ ¹ n ìiñò (ãåîãðàôàì òî÷íî âiäîìî, ùî n ≥ 5), ÿêi ðîçòàøîâàíi íà

êîëi, ïðè÷îìó âñi âiäñòàíi ìiæ ñóñiäíiìè ìiñòàìè ðiâíi. Âiäîìî, ùî âñi íåñóñiäíi ìiñòà

ç'¹äíàíi ïðÿìèìè äîðîãàìè, ÿêi ìiñöåâi ìåøêàíöi íàçèâàþòü �äiàãîíàëÿìè� (òàê âæå

iñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ). Çíàéäiòü íàéáiëüøó òà íàéìåíøó êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæè-

íîþ äiàãîíàëåé.

Âêàçiâêè. Íåõàé M1, . . . ,Mn � ìiñòà â Äiàãîíàëi¨, K � êîëî, íà ÿêîìó ëåæàòü âñi ìiñòà,

D i d � íàéáiëüøà òà íàéìåíøà êiëüêîñòi îäíàêîâèõ çà äîâæèíîþ äiàãîíàëåé, âiäïîâiäíî.

Çà óìîâîþ çàäà÷i ïðè ïîâîðîòi êîëà K ñòðóêòóðà êðà¨íè íå çìiíþ¹òüñÿ. Òîìó äîñèòü

îá÷èñëèòè íàéáiëüøó êiëüêiñòü (ïîçíà÷èìî ¨¨ D1) òà íàéìåíøó êiëüêiñòü (ïîçíà÷èìî ¨¨ d1)

îäíàêîâèõ äiàãîíàëåé, ùî âèõîäÿòü ç ìiñòà M1, ïîòiì ïîìíîæèòè D1 i d1 íà n i ðîçäiëèòè

íà äâà (áî êîæíà äiàãîíàëü ïîðàõîâàíà äâi÷i, àäæå ç'¹äíó¹ äâà ìiñòà).

Çàóâàæèìî, ùî âñi ìiñòà, ÿêi ç'¹äíàíi ç M1 äiàãîíàëëþ äîâæèíîþ r ëåæàòü íà êîëi Kr

ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi M1. Êîëà K i Kr ïåðåòèíàþòüñÿ ðiâíî â äâîõ òî÷êàõ, ÿêùî

r ìåíøå, íiæ äiàìåòð êîëà K, i â îäíié òî÷öi, ÿêùî r äîðiâíþ¹ äiàìåòðó êîëà K. Äðóãèé

âèïàäîê ìîæëèâèé òiëüêè, êîëè äåÿêå ìiñòî ðîçòàøîâàíå äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíî äî

ìiñòà M1, òîáòî, ó âèïàäêó ïàðíîãî n.

Îòæå, ó âèïàäêó íåïàðíîãî n âñi äiàãîíàëi, ùî âèõîäÿòü ç M1 ìîæíà ðîçáèòè íà ïàðè

äiàãîíàëåé îäíàêîâî¨ äîâæèíè (ïðè÷îìó äîâæèíè äiàãîíàëåé ðiçíèõ ïàð ðiçíi). Òîäi D1 =

d1 = 2, çâiäêè ìà¹ìî, ùî D = d = n.

ßêùî n � ïàðíå ÷èñëî, òî äî âñiõ ïàð îäíàêîâèõ äiàãîíàëåé äîëó÷à¹òüñÿ ùå îäíà äiàãîíàëü,

ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êîëà K. Â öüîìó âèïàäêó D1 = 2 i d1 = 1. Çâiäñè D = n, d = n
2
.

Âiäïîâiäü: íàéáiëüøà êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæèíîþ äiàãîíàëåé äîðiâíþ¹ n, íàéìåí-

øà êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæèíîþ äiàãîíàëåé äîðiâíþ¹ n (ÿêùî n � íåïàðíå) i n
2
(ÿêùî

n � ïàðíå).



9 êëàñ

1. Ôàêòîðiàëîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçèâà¹òüñÿ äîáóòîê âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1

äî n âêëþ÷íî (ïîçíà÷à¹òüñÿ öåé äîáóòîê ñèìâîëîì n!). Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 2017! + 2018!

äiëèòüñÿ íàöiëî íà 2019.

Âêàçiâêè. 2017! + 2018! = 2017!(1 + 2018) = 2017! · 2019.

2. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ x3 + 3x = 4.

Âêàçiâêè. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi x3 + 3x− 4 = 0 i çàóâàæèìî, ùî

x3 + 3x− 4 = x3 − 1 + 3x− 3 = (x− 1)(x2 + x+ 1) + 3(x− 1) = (x− 1)(x2 + x+ 4).

Îñêiëüêè x2 + x+ 4 > 0 äëÿ âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë x, òî ìà¹ìî âiäïîâiäü: x = 1.

3. Â òðèêóòíèêó ABC íà ñòîðîíi AB âèáðàíî òî÷êó D, íà ñòîðîíi BC � òî÷êó E òàê, ùî

BD = BE. Íà ñòîðîíi AC âèáðàíî òî÷êó F òàê, ùî CE = CF . Âiäîìî, ùî ∠DEF = 40◦.

Çíàéäiòü ∠BAC.

Âêàçiâêè. Çà óìîâîþ çàäà÷i òðèêóòíèêè DBE òà CEF ðiâíîáåäðåíi. Ïîçíà÷èìî α =

∠BDE = ∠BED i β = ∠CEF = ∠CFE. Ç òðèêóòíèêà ABC ìà¹ìî, ùî

∠BAC = 180◦ − (180◦ − 2α)− (180◦ − 2β) = 2(α + β)− 180◦.

Ç iíøîãî áîêó, êóò BEC � ðîçãîðíóòèé, òîìó α + β = 180◦ − 40◦ = 140◦. Îòæå, ∠BAC =

100◦.

4. Â êðà¨íi Äiàãîíàëi¨ ¹ n ìiñò (ãåîãðàôàì òî÷íî âiäîìî, ùî n ≥ 5), ÿêi ðîçòàøîâàíi íà

êîëi, ïðè÷îìó âñi âiäñòàíi ìiæ ñóñiäíiìè ìiñòàìè ðiâíi. Âiäîìî, ùî âñi íåñóñiäíi ìiñòà

ç'¹äíàíi ïðÿìèìè äîðîãàìè, ÿêi ìiñöåâi ìåøêàíöi íàçèâàþòü �äiàãîíàëÿìè� (òàê âæå

iñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ). Çíàéäiòü íàéáiëüøó òà íàéìåíøó êiëüêiñòü îäíàêîâèõ çà äîâæè-

íîþ äiàãîíàëåé.

Âêàçiâêè. Äèâ. çàäà÷ó 8-5.

5. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îá÷èñëèëè ñóìó éîãî öèôð òà âiäíÿëè ¨¨ âiä ñàìîãî ÷èñëà. Ó

÷èñëà, ÿêå ïðè öüîìó îòðèìàëîñÿ, çíîâó îá÷èñëèëè ñóìó öèôð i ïîçíà÷èëè ¨¨ ÷åðåç m.

Çíàéäiòü âñi òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà n, äëÿ ÿêèõ m = 100.

Âêàçiâêè. Äèâ. çàäà÷ó 8-4.



10 êëàñ

1. ×è iñíó¹ çðîñòàþ÷à ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ, ó ÿêî¨ ïåðøi 100 ÷ëåíiâ - öiëi ÷èñëà, à âñi

ðåøòà ÷ëåíè íå ¹ öiëèìè ÷èñëàìè?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè, íàïðèêëàä, çðîñòàþ÷ó ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ ç

b1 = 299 i q = 3
2
.

Òîäi bn = 2100−n ·3n−1 äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n. Öiëi ÷èñëà 100−n i n−1 ¹ íåâiä'¹ìíèìè

ïðè 1 ≤ n ≤ 100, òîìó ïåðøi 100 ÷ëåíiâ öi¹¨ ïðîãðåñi¨ - öiëi ÷èñëà. À ïðè n ≥ 101 äðiá
3n−1

2n−100 � íåñêîðîòíèé.

Ïiäõîäèòü òàêîæ áóäü-ÿêà çðîñòàþ÷à ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ ç

b1 = a99 i q = b
a
,

äå a i b � ïðîñòi ÷èñëà i b > a.

Âiäïîâiäü: iñíó¹

2. Ðîçâ'ÿæiòü â öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

xy + 2018x− 2018 y = 2019 · 2017.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè 2019 · 2017 = 20182 − 1, òî äàíå ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(x− 2018)(y + 2018) = −1.

Òîìó ÷èñëà x− 2018 i y + 2018 ¹ äiëüíèêàìè ÷èñëà −1. Îòæå, ìà¹ìî{
x− 2018 = 1

y + 2018 = −1

àáî {
x− 2018 = −1

y + 2018 = 1.

Âiäïîâiäü: (x, y) ∈ {(2019,−2019), (2017,−2017)}.



3. Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü √
x+ 4

√
x− 4 > x− 8.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

x+ 4
√
x− 4 = (

√
x− 4 + 2)2,

òî √
x+ 4

√
x− 4 =

√
(
√
x− 4 + 2)2 = |

√
x− 4 + 2| =

√
x− 4 + 2.

Òîìó íåðiâíiñòü ìà¹ òàêèé ðiâíîñèëüíèé âèãëÿä

√
x− 4 + 2 > x− 8.

Íåõàé t =
√
x− 4. Òîäi îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

t2 − t− 6 < 0,

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ¹

t ∈ (−2; 3).

Âðàõóâàâøè, ùî t ≥ 0, îäåðæèìî

0 ≤
√
x− 4 < 3,

òîáòî

4 ≤ x < 13.

Âiäïîâiäü: x ∈ [4, 13).

4. Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD ñòîðîíè AB i CD ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó, à âiä-

ðiçêè, ÿêi ñïîëó÷àþòü ñåðåäèíè ïðîòèëåæíèõ ñòîðií ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä ïðÿìèì êó-

òîì. Äîâåäiòü, ùî AD∥BC.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé A1, B1, C1 i D1 � ñåðåäèíè ñòîðií AB, BC, CD i DA âiäïîâiäíî. Òîäi

1) A1B1C1D1 � ïàðàëåëîãðàì, îñêiëüêè éîãî ñòîðîíè ïàðàëåëüíi äî äiàãîíàëåé ÷îòèðèêó-

òíèêà ABCD ÿê ñåðåäíi ëiíi¨ âiäïîâiäíèõ òðèêóòíèêiâ.

2) Îñêiëüêè A1C1⊥B1D1, òî A1B1C1D1 � ðîìá, òîáòî A1B1 = B1C1 = C1D1 = D1A1.

3) △A1BB1 = △C1CB1 (çà òðüîìà ñòîðîíàìè). Òîìó ∠B = ∠C.

4) △A1AD1 = △C1DD1 (çà òðüîìà ñòîðîíàìè). Òîìó ∠A = ∠D.

Òåïåð ìà¹ìî

360◦ = ∠A+ ∠B + ∠C + ∠D = 2(∠A+ ∠B),

òîáòî ∠A+ ∠B = 180◦. Òîìó AD∥BC.



5. Äåíèñ i Ìàêñèì ãðàþòü ó ãðó. Âîíè ïî-÷åðçi çàôàðáîâóþòü êëiòèíêè òàáëèöi ðîçìiðîì

6×6. Ñïî÷àòêó îäíó êëiòèíêó çà ñâî¨ì âèáîðîì çàôàðáîâó¹ Äåíèñ, ïîòiì îäíó êëiòèíêó

çà ñâî¨ì âèáîðîì çàôàðáîâó¹ Ìàêñèì, i òàê äàëi. Ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ, ÿêùî ó òàáëèöi ïîâ-

íiñòþ çàôàðáîâàíî äâà ðÿäêè, à ãðàâåöü, ÿêèé çðîáèâ îñòàííié õiä, âèãðà¹ ãðó. ×è ìîæå

õòîñü ç ãðàâöiâ çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà îäèí õiä êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ ðÿäêiâ ìîæå

çáiëüøèòèñü íà 1. Òîìó êîæíà ãðà çàêií÷èòüñÿ ïåðåìîãîþ îäíîãî ç ãðàâöiâ.

Ìàêñèì ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ãðàþ÷è çãiäíî ç òàêèì ïðàâèëîì:

ÿêùî Äåíèñ çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó A, òî Ìàêñèì çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó B, ÿêà ¹ ñèìåòðè-

÷íîþ êëiòèíöi A âiäíîñíî öåíòðà òàáëèöi O.

Îñêiëüêè âñi êëiòèíêè òàáëèöi ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè ñèìåòðè÷íèõ êëiòèíîê i Ìàêñèì

õîäèòü äðóãèì, òî îïèñàíå ïðàâèëî ¹ êîðåêòíèì i Ìàêñèì çàâæäè ìîæå ãðàòè çãiäíî ç

íèì.

Íåõàé Ìàêñèì ãðà¹ çãiäíî ç öèì ïðàâèëîì. Òîäi ïiñëÿ êîæíîãî õîäó Ìàêñèìà âñi çàôàð-

áîâàíi êëiòèíêè óòâîðþþòü ôiãóðó, ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî öåíòðà òàáëèöi O. Îñêiëüêè âñi

ðÿäêè òàáëèöi ðîçáèâàþòüñÿ íà òðè ïàðè ñèìåòðè÷íèõ ðÿäêiâ, òî êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çà-

ôàðáîâàíèõ ðÿäêiâ ïiñëÿ õîäó Ìàêñèìà ¹ ïàðíîþ (0 àáî 2). Îòæå, ÿêùî õiä Ìàêñèìà

íå ¹ âèãðàøíèì, òî êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ ðÿäêiâ ïiñëÿ éîãî õîäó

äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó íàñòóïíèé õiä Äåíèñà íå ¹ âèãðàøíèì, áî íå ìîæóòü çà

îäèí õiä ç'ÿâèòèñü 2 ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ ðÿäêè.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî õiä Ìàêñèìà íå ¹ âèãðàøíèì, òî íàñòóïíèé õiä Äåíèñà òàêîæ

íå ¹ âèãðàøíèì. Òîìó Äåíèñ âèãðàòè íå ìîæå. Çíà÷èòü, âèãðà¹ Ìàêñèì.

11 êëàñ

1. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

9x + 1 = 10 · 3x−1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî çàìiíó t = 3x i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

t2 + 1 = 10
3
t,

ÿêå ìà¹ ðîçâ'ÿçêè t1 = 3 i t2 =
1
3
. Òîìó x1 = 1 i x2 = −1.

Âiäïîâiäü: x ∈ {−1, 1}.



2. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ â íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñëàõ

2018x = y2 + y − 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî x > 0, òî ÷èñëî 2018x ïàðíå. Ç iíøîãî áîíó, ÷èñëî y2+ y− 1 íåïàðíå,

îñêiëüêè ÷èñëî y2 + y = y(y + 1) ïàðíå, ÿê äîáóòîê äâîõ ñóñiäíiõ öiëèõ ÷èñåë. Òîìó ïðè

x > 0 ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

Òåïåð íåõàé x = 0. Òîäi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

y2 + y − 2 = 0,

ÿêå ìà¹ ëèøå îäèí íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê y = 1.

Âiäïîâiäü: x = 0, y = 1.

3. Â îïóêëîìó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD äiàãîíàëi AC i BD ¹ áiñåêòðèñàìè êóòiâ ÷îòèðèêó-

òíèêà ïðè âåðøèíàõ A i D âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà

ABCD ìîæíà îïèñàòè êîëî i ñòîðîíà AD ìà¹ âäâi÷i áiëüøó äîâæèíó, íiæ ñòîðîíà

BC. Çíàéäiòü êóòè ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1) Îñêiëüêè âïèñàíi â êîëî êóòè, ÿêi îïèðàþòüñÿ íà îäíó äóãó ¹ ðiâíèìè,

òî ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

∠CBD = ∠CAD = ∠CAB = ∠CDB = ∠BDA = ∠BCA = α.

2) Òðèêóòíèêè △ABC i △BCD ðiâíîáåäðåíi. Òîìó

AB = BC = CD = a.

3) Îñêiëüêè AB = CD = a i ∠BAD = ∠CDA = 2α, ÷îòèðèêóòíèê ABCD ¹ ðiâíîáåäðåíîþ

òðàïåöi¹þ ç îñíîâàìè BC = a i AD = 2a.

4) Íåõàé E � ñåðåäèíà AD. Òîäi AE = ED = a, à ÷îòèðèêóòíèêè ABCE i BCDE �

ïàðàëåëîãðàìè, ÿê ÷îòèðèêóòíèêè ç ïàðîþ ðiâíèõ i ïàðàëåëüíèõ ñòîðií. Îòæå,

BE = CD = AB = CE = a.

5) Òðèêóòíèêè △ABE, △BCE i △CDE � ðiâíîñòîðîííi. Òîìó ∠A = ∠D = 60◦ i ∠B =

∠C = 120◦.

Âiäïîâiäü: ∠A = ∠D = 60◦, ∠B = ∠C = 120◦.



4. Ðîçâ'ÿæiòü íåðiâíiñòü

3 cos x+ cos (2x) + sin2 x ≥ |x|
π

+
4π

|x|
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè | cosx| ≤ 1, òî

3 cos x+ cos (2x) + sin2 x = 3 cos x+ cos2 x− sin2 x+ sin2 x = 3 cos x+ cos2 x ≤ 4.

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi

|x|
π

+
4π

|x|
≥ 2

√
|x|
π

4π

|x|
= 4.

Îòæå, äàíà íåðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà ñèñòåìi{
3 cos x+ cos2 x = 4
|x|
π
+ 4π

|x| = 4.

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî |x| = 2π. Çàëèøèëîñü ïiäñòàâèòè ó ïåðøå ðiâíÿííÿ.

Âiäïîâiäü: x ∈ {−2π, 2π}.

5. Äåíèñ i Ìàêñèì ãðàþòü ó ãðó. Âîíè ïî ÷åðçi çàôàðáîâóþòü êëiòèíêè òàáëèöi ðîçìiðîì

7× 7. Ñïî÷àòêó îäíó êëiòèíêó çà ñâî¨ì âèáîðîì çàôàðáîâó¹ Äåíèñ, ïîòiì îäíó êëiòèí-

êó çà ñâî¨ì âèáîðîì çàôàðáîâó¹ Ìàêñèì, i òàê äàëi. Ãðà çàêií÷ó¹òüñÿ, ÿêùî ó òàáëèöi

ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíî õî÷à á îäèí ðÿäîê, à ãðàâåöü, ÿêèé çðîáèâ îñòàííié õiä, âèãðà¹ ãðó.

×è ìîæå õòîñü ç ãðàâöiâ çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà îäèí õiä êiëüêiñòü ïîâíiñòþ çàôàðáîâàíèõ ðÿäêiâ ìîæå

çáiëüøèòèñü íà 1. Òîìó êîæíà ãðà çàêií÷èòüñÿ ïåðåìîãîþ îäíîãî ç ãðàâöiâ.

Äåíèñ ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái âèãðàø, ãðàþ÷è çãiäíî ç òàêèìè ïðàâèëàìè:

1) ïåðøèì õîäîì Äåíèñ çàôàðáîâó¹ öåíòðàëüíó êëiòèíêó;

2) ÿêùî ïåðåä éîãî õîäîì â ÿêîìóñü ðÿäêó çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, òî âií çàôàðáîâó¹ â

öüîìó ðÿäêó îñòàííþ êëiòèíêó i âèãðà¹ ãðó;

3) ÿêùî ïåðåä éîãî õîäîì â æîäíîìó ðÿäêó íå çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê i Ìàêñèì ïîïåðå-

äíiì õîäîì çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó A, òî Äåíèñ çàôàðáîâó¹ êëiòèíêó B, ÿêà ¹ ñèìåòðè÷íîþ

êëiòèíöi A âiäíîñíî öåíòðà òàáëèöi O.

Îñêiëüêè âñi êëiòèíêè òàáëèöi, êðiì öåíòðàëüíî¨, ðîçáèâàþòüñÿ íà ïàðè ñèìåòðè÷íèõ êëi-

òèíîê, òî Äåíèñ çàâæäè ìîæå ãðàòè çãiäíî ç äàíèìè ïðàâèëàìè.



Ðîçãëÿíåìî äâà ïîñëiäîâíi õîäè: Äåíèñà i Ìàêñèìà. Ïåðåä õîäîì Äåíèñà íåìà¹ ðÿäêiâ, â

ÿêèõ çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, áî iíàêøå Äåíèñ çàêií÷ó¹ ãðó. Òîìó ïiñëÿ õîäó Äåíèñà ðÿä-

êiâ, â ÿêèõ çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, ¹ íå áiëüøå îäíîãî. Âñi çàôàðáîâàíi êëiòèíêè

óòâîðþþòü ôiãóðó, ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî öåíòðà òàáëèöi O, àäæå Äåíèñ äî öüîãî ìîìåíòó

ãðàâ ëèøå ñèìåòðè÷íî. Çîêðåìà, 4-é ðÿäîê çàïîâíåíèé ñèìåòðè÷íî i â íüîìó çàôàðáîâàíî

íåïàðíó êiëüêiñòü êëiòèíîê i öÿ êiëüêiñòü íå äîðiâíþ¹ 6. Âñi ðÿäêè òàáëèöi, êðiì 4-ãî,

ðîçáèâàþòüñÿ íà òðè ïàðè ñèìåòðè÷íèõ ðÿäêiâ. Òîìó i ñåðåä íèõ íåìà¹ òàêîãî, ó ÿêîìó

çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, áî iíàêøå òàêèõ ðÿäêiâ áóëà á ïàðíà êiëüêiñòü >1. Îòæå,

ïiñëÿ õîäó Äåíèñà ðÿäêiâ, â ÿêèõ çàôàðáîâàíî 6 êëiòèíîê, íåìà¹. Òîìó íàñòóïíèì

õîäîì Ìàêñèì íå ìîæå çàâåðøèòè ãðó.

Òàêèì ÷èíîì, æîäíèé õiä Ìàêñèìà íå ¹ âèãðàøíèì. Òîìó âèãðà¹ Äåíèñ.


