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ІІ а  В а ь  а   а а  -  . . 

У в  а в’я  

 

 

6 а  

1.   « »  є    ’  є ь   .    ь % ь  ь   ,   % ь ,  є ь   T . ь  ь   ,         T  є   324?  

в’я а я.   ь  : = ,      : = .  

В в ь: . 

2. Ч            ,    . ,   є      . ь   ,     .  
 

 

 

 

 

 

 

в’я а я. Д                 , ,  є   є  ь    ,  ь .     є ь   ь         . Я    – ,  ь    ь ⋅ − = ,       : =  .         є  ,        .   ь   є ⋅ + ⋅ =182 . ’   є ь ,  ,   ь    . 
В в ь:     . 

3.  К ,    ь  .   К  ь  ,  ь  .   ь  ,  ь  . Д       ,      . ь     К ? ь  ь. 
в’я а я.   ь ⋅ =  ,   ь ⋅ = ,   ⋅ =

 .      ь + =  ,   ь . ,      = ⋅  ,    ⋅ =  . 
В в ь:  .  
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4.    ×  ь   ь   ь  ,                ь . К     ь   ь . ґ ,      ь  ь  ь . 
в’я а я.    ь ,  є  , ь    ,  ь    ь    є  ,   ь ь  .  ×  є  ,  -    ь    ь  . ь       ь :  

 

 

7 а  

1.        ,      ,  ,  ,  ’ ,    ь  .          ь  . Я   ь ь    ,            ? 

в’я а я.  � –  ь ь .  ь  ь ь     + �,    + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + + � = + �.    + � : + � = .  + � = + � ,  � = . 

В в ь:  . 
2. ,    ь       .            ь. Д ь,    ь    . 

в’я а я.     є ь    ̅̅ ̅.     ь  є    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . ь   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + =  = + = + = ⋅ ⋅ a + b ,  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ь    . 
3. ь   ,      ь    °. 
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в’я а я.  C –    ABC.   A  B   ь    ,   ь є  .   CM i AK  C  A ь     °   I.   CIK: ∠ �� = − − = , 

   CAK:  ∠ � = − ∠ � = − = . , ∠ = ∠ � = , ∠ = . 

В в ь: , , . 

4.  -4. 

 

8 а  

 

1.   � − + � +  ь    ,           .   
в’я а я.  ь   �.     є   � + � + � − + � + . Д  ,       =   = .  

В в ь: �  . 

 

  

2. ь   ,   ь    ,     ь є ,  ь    . ь ґ .  
в’я а я. Ч  ь   = ⋅ ⋅    ь  ,   ь      , , .   ,  ь        ь   , , = ⋅ . ,     .   ь  :   = … =  + + ⋯ + + .   ь        19,   ь   . К  , ь  ,    ь є  ,  , , ь   3.  

В в ь: 152.  

а: ь    .  
  

3.  ь.   ь ,    .   ь   .      ь,   ь.       ь  , ь  ,   –    ь ,  . ь        ,   –    ь ,  . Д ь,    ь ь         .  
в’я а я.    ь ь       – ь ь   ь .           ,  ь  –  
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   .    ,       ь  ,  .  . , ь    ⋅  ,      ,  .  
 

 

4. Ч  ь    , , , ,   − , − , − , − ,    , ь    ? 

в’я а я. ,    ь.    є .    –       �, � + , � + , � + ,   � + . ,  � + ≠      �.  ь ь,      . 
В в ь:    є. 

 

5.      �. ь   ,  =  

i � = � . 

в’я а я.   ��   � .   � = � = . ь  Δ �  ,  �� є   .   �  ��.  ,  = �, ∠ � = ∠� �,   � ь . , ∠ � = ∠ �� = .  , Δ  – ,     ь   .    є   
   . 

В в ь: ,  , . 

 

  



✾ êëàñ

➬àäà÷à ✾✳✶✳ Ðîçâ✬ÿæ✐òü ð✐âíÿííÿ

x
√
2 +

√
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x
√
2−
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x
√
2 +

√
5
=

14x

2x2 − 5
.

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ Ó ë✐â✐é ÷àñòèí✐ ð✐âíÿííÿ çâåäåìî âèðàçè äî ñï✐ëüíîãî çíàìåííèêà ✐ çðî✲
áèìî ð✐âíîñèëüí✐ ïåðåòâîðåííÿ ÷èñåëüíèêà✳ ➶ ðåçóëüòàò✐ îäåðæèìî òàêå ð✐âíÿííÿ

4x2 + 10

2x2 − 5
=

14x

2x2 − 5
.

❰òæå✱ çàëèøèëîñü ðîçâ✬ÿçàòè òàêå êâàäðàòíå ð✐âíÿííÿ

2x2 − 7x+ 5 = 0.

➶✐äïîâ✐äü✿ x ∈ {1; 5
2
}✳

➬àäà÷à ✾✳✷✳ ➘îâæèíà ñòîðîíè êâàäðàòà ABCD äîð✐âíþ➵ ✷✳ ❮à ñòîðîíàõ AB✱ BC ✐

CD âèáðàëè òî÷êè U ✱ V ✐ W â✐äïîâ✐äíî✳ ➶✐äîìî✱ ùî

AU +DW = BU + CW = 2CV.

➬íàéä✐òü ïëîùó òðèêóòíèêà UVW ✳

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ Ïîçíà÷èìî AU = x ✐ CW = y✳ Òîä✐ BU = 2 − x ✐ D = 2 − y✳ ➬ã✐äíî ç
ïåðøîþ ð✐âí✐ñòþ ç óìîâè çàäà÷✐ ìà➵ìî

x+ (2− y) = y + (2− x),

çâ✐äêè x = y✳ ❰òæå✱ â✐äð✐çîê UW ä✐ëèòü êâàäðàò ABCD íà äâ✐ ð✐âí✐ òðàïåö✐➝ AUWD ✐
CWUB✱ ïëîùà êîæíî➝ ç ÿêèõ äîð✐âíþ➵ ïîëîâèí✐ ïëîù✐ êâàäðàòà✱ òîáòî ✷✳
➬ äðóãî➝ ð✐âíîñò✐ ç óìîâè çàäà÷✐ ìà➵ìî

2CV = AU +DW = x+ (2− x) = 2,

îòæå✱ BV = CV = 1✳ Òîìó

SUBV + SWCV = 1

2
· BU · BV + 1

2
· CW · CV = 1

2
((2− x) + x) = 1.

Òàêèì ÷èíîì✱
SUVW = SCWUB − SUBV − SWCV = 2− 1 = 1.

➶✐äïîâ✐äü✿ SUVW = 1✳

➬àäà÷à ✾✳✸✳ ➬íàéä✐òü âñ✐ ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a òà b✱ ÿê✐ çàäîâ✐ëüíÿþòü ð✐âí✐ñòü

a2 = 2021 + b2.

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➘àíó ð✐âí✐ñòü ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä✐

(a+ b)(a− b) = 2021.

➬àóâàæèìî✱ ùî 2021 = 2021 · 1 = 43 · 47✱ ïðè÷îìó ÷èñëà ✹✸ ✐ ✹✼ ➵ ïðîñòèìè✳ ➪åðó÷è äî
óâàãè✱ ùî a+ b > a− b✱ ìè îäåðæó➵ìî íàñòóïí✐ äâ✐ ñèñòåìè ð✐âíÿíü

{

a+ b = 2021,
a− b = 1,

{

a+ b = 47,
a− b = 43.

✺



✻

Ðîçâ✬ÿçàâøè ö✐ ñèñòåìè îäåðæó➵ìî â✐äïîâ✐äü✳
➶✐äïîâ✐äü✿ a = 1011✱ b = 1010 àáî a = 45✱ b = 2✳

➬àäà÷à ✾✳✹✳ ➘åñÿòêîâ✐ çàïèñè êîæíîãî ç äâîõ ï✬ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ñêëàäàþ✲

òüñÿ ç ð✐çíèõ öèôð ✐✱ êð✐ì òîãî✱ ö✐ çàïèñè íà ìàþòü ñï✐ëüíèõ öèôð✳ ➘îâåñòè✱ ùî ñóìà

öèõ ÷èñåë íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✳

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ❰ñê✐ëüêè âñ✐ öèôðè ï✬ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ➵ ð✐çíèìè ✐ âñüîãî
ð✐çíèõ öèôð ➵ ✶✵✱ òî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñ✐ öèõ ÷èñåë çóñòð✐÷à➵òüñÿ ð✐âíî ïî îäíîìó ðàçó
êîæíà öèôðà â✐ä ✵ äî ✾✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SA ✐ SB ñóìè öèôð ÷èñåë A òà B â✐äïîâ✐äíî✳
Òîä✐

SA + SB = 0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45.

❰ñê✐ëüêè âñ✐ ÷èñëà 10 − 1✱ 100 − 1✱ 1000 − 1 ✐ 10000 − 1 ä✐ëÿòüñÿ íàö✐ëî íà ✾✱ òî ÷èñëà
A− SA òà B − SB òàêîæ íàö✐ëî ä✐ëÿòüñÿ íà ✾✳ Ñïðàâä✐✱

A− SA = abcde− (a+ b+ c+ d+ e) = (10000− 1)a+ (1000− 1)b+ (100− 1)c+ (10− 1)d.

Òîìó ÷èñëî

A+B = (A− SA) + (B − SB) + (SB + SA) = (A− SA) + (B − SB) + 45

íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✱ ÿê ñóìà òðüîõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâ✐ñòþ✳

➬àäà÷à ✾✳✺✳ Ó êâàäðàòí✐é òàáëèö✐ ðîçì✐ðîì 6 × 6 ðîçì✐ñòèëè n äîäàòíèõ ÷èñåë ✐ n

â✐ä✬➵ìíèõ ÷èñåë òàê✱ ùî â êîæíîìó ðÿäêó ✐ êîæíîìó ñòîâïö✐ íåìà➵ ÷èñåë ð✐çíèõ çíàê✐â✳

➘ëÿ ÿêîãî íàéá✐ëüøîãî n ìîæíà öå çðîáèòè❄

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî✱ ùî n ≤ 9✳
❮àçâåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê òàáëèö✐ äîäàòíèì ✭â✐ä✬➵ìíèì✮✱ ÿêùî â íüîìó ➵ õî÷à á

îäíå äîäàòíå ✭â✐ä✬➵ìíå✮ ÷èñëî✳ ➬ã✐äíî ç óìîâîþ çàäà÷✐ êîæíèé ðÿäîê ✭ñòîâï÷èê✮ òàáëèö✐
➵ àáî äîäàòíèì✱ àáî â✐ä✬➵ìíèì àáî íåìà➵ íàçâè✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r+✱ r−✱ s+ ✐ s− ê✐ëüê✐ñòü
äîäàòíèõ ✐ â✐ä✬➵ìíèõ ðÿäê✐â ✐ ñòîâï÷èê✐â â✐äïîâ✐äíî✳ ❰ñê✐ëüêè òàáëèöÿ ìà➵ ✻ ðÿäê✐â ✐ ✻
ñòîâï÷èê✐â✱ òî

r+ + r− ≤ 6 i s+ + s− ≤ 6.

Òîìó r+ + s+ ≤ 6 àáî r− + s− ≤ 6✳ Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r+ + s+ ≤ 6 ✭ÿêùî r− + s− ≤ 6✱ òî
ì✐ðêó➵ìî àíàëîã✐÷íî✮✳ ➬àçíà÷èìî✱ ùî êîæíå ✐ç n äîäàòíèõ ÷èñåë çàïèñàíå â êë✐òèíö✐✱ ÿêà
çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèí✐ äîäàòíîãî ðÿäêà ✐ äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà✳ ➬ ✐íøîãî áîêó✱ êë✐òèíîê✱
ÿê✐ çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèí✐ äîäàòíîãî ðÿäêà ✐ äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà✱ ➵ r+ · s+✳ Òîìó

n ≤ r+ · s+.
Òåïåð ç äîïîìîãîþ íåð✐âíîñò✐ 4ab ≤ (a+ b)2 îòðèìó➵ìî

n ≤ r+ · s+ ≤ 1

4
(r+ + s+)2 ≤ 1

4
· 62 = 9.

➬àëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä ðîçòàøóâàííÿ äåâ✬ÿòè äîäàòíèõ ÷èñåë ✐ äåâ✬ÿòè â✐ä✬➵ìíèõ
÷èñåë✳ ❰äíèì ç òàêèõ ïðèêëàä✐â ➵ òàêèé✿ ó âåðõíüîìó ë✐âîìó êâàäðàò✐ ðîçì✐ðîì 3 × 3
çàïèñó➵ìî äîäàòí✐ ÷èñëà✱ à ó íèæíüîìó ïðàâîìó êâàäðàò✐ ðîçì✐ðîì 3×3 çàïèñó➵ìî â✐ä✬➵ìí✐
÷èñëà✳
➶✐äïîâ✐äü✿ n = 9✳



✼

✶✵ êëàñ

➬àäà÷à ✶✵✳✶✳ Ðîçâ✬ÿæ✐òü ð✐âíÿííÿ

x2 + 6

x
+

x

x2 + 6
=

26

5
.

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➬ðîáèìî çàì✐íó y = x2+6

x
✐ îäåðæèìî ð✐âíÿííÿ

y +
1

y
=

26

5
,

çâ✐äêè y = 1

5
àáî y = 5✳ ❰òæå✱ çàëèøèëîñü ðîçâ✬ÿçàòè äâà íàñòóïí✐ ð✐âíÿííÿ

x2 + 6

x
=

1

5
,

x2 + 6

x
= 5,

ÿê✐ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì çâîäÿòüñÿ äî êâàäðàòíèõ✳ Ïåðøå ç íèé ðîçâ✬ÿçê✐â íå ìà➵✱ à äðóãå
ìà➵ ðîçâ✬ÿçêè ✷ ✐ ✸✳
➶✐äïîâ✐äü✿ x ∈ {2; 3}✳

➬àäà÷à ✶✵✳✷✳ Ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ABC ç ïðÿìèì êóòîì ïðè âåðøèí✐ C

ïðîâåäåíî âèñîòó CD✳ ➬íàéòè êóòè òðèêóòíèêà✱ ÿêùî

CD2 = BD2 − 6AD2.

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî òðèêóòíèêè ABC✱ ACD ✐ CBD ïîä✐áí✐✳ Òîìó✱ çîêðåìà✱

AD : CD = CD : BD,

òîáòî

CD2 = BD · AD.

➶ðàõóâàâøè ð✐âí✐ñòü ç óìîâè çàäà÷✐ ìà➵ìî

BD · AD = BD2 − 6AD2.

Òåïåð ïîä✐ëèâøè íà AD2 ✐ ïîçíà÷èâøè k = BD

AD
✱ îäåðæèìî òàêå ð✐âíÿííÿ

k = k2 − 6.

❰ñê✐ëüêè k > 0✱ òî k = 3✳ Òîìó

CD2 = BD · AD = 3 · AD2,

çâ✐äêè

tg∠A =
CD

AD
=

√
3,

òîáòî ∠A = 60◦ ✐ ∠B = 30◦✳
➶✐äïîâ✐äü✿ ∠A = 60◦ ✐ ∠B = 30◦✳

➬àäà÷à ✶✵✳✸✳ ➬íàéä✐òü âñ✐ òð✐éêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a✱ b òà c✱ ÿê✐ çàäîâ✐ëüíÿþòü

ð✐âí✐ñòü

25a2 − 2bc = 2021 + b2 + c2.



✽

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➘àíó ð✐âí✐ñòü ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä✐

25a2 − (b+ c)2 = 2021,

òîáòî
(5a+ b+ c)(5a− b− c) = 2021.

➬àóâàæèìî✱ ùî 2021 = 2021 · 1 = 43 · 47✱ ïðè÷îìó ÷èñëà ✹✸ ✐ ✹✼ ➵ ïðîñòèìè✳ Òàêèì ÷èíîì✱
ìè îäåðæó➵ìî íàñòóïí✐ äâ✐ ñèñòåìè ð✐âíÿíü

{

5a+ b+ c = 2021,
5a− b− c = 1,

{

5a+ b+ c = 47,
5a− b− c = 43.

Ðîâ✬ÿçóþ÷è ïåðøó ñèñòåìó✱ îäåðæó➵ìî 10a = 2022✱ ùî íåìîæëèâî✳ Ðîçâ✬ÿçàâøè äðóãó
ñèñòåìó✱ îäåðæó➵ìî✱ ùî a = 9 ✐ b+ c = 2✳ ❰ñê✐ëüêè b ≤ 1 ✐ c ≤ 1✱ òî b = c = 1✳
➶✐äïîâ✐äü✿ a = 9✱ b = 1✱ c = 1✳

➬àäà÷à ✶✵✳✹✳ ➘åñÿòêîâ✐ çàïèñè êîæíîãî ç äâîõ ï✬ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ñêëà✲

äàþòüñÿ ç ð✐çíèõ öèôð ✐✱ êð✐ì òîãî✱ ö✐ çàïèñè íà ìàþòü ñï✐ëüíèõ öèôð✳ ➘îâåñòè✱ ùî

ñóìà êóá✐â öèõ ÷èñåë íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✳

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ❰ñê✐ëüêè âñ✐ öèôðè ï✬ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ➵ ð✐çíèìè ✐ âñüîãî
ð✐çíèõ öèôð ➵ ✶✵✱ òî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñ✐ öèõ ÷èñåë çóñòð✐÷à➵òüñÿ ð✐âíî ïî îäíîìó ðàçó
êîæíà öèôðà â✐ä ✵ äî ✾✳ Òîìó ñóìà öèôð S ÷èñåë A òà B äîð✐âíþ➵

S = 0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SA ✐ SB ñóìè öèôð ÷èñåë A òà B â✐äïîâ✐äíî✳ çðîçóì✐ëî✱ ùî

SA + SB = S = 45.

❰ñê✐ëüêè âñ✐ ÷èñëà 10−1✱ 100−1✱ 1000−1 ✐ 10000−1 ä✐ëÿòüñÿ íàö✐ëî íà ✾✱ òî ÷èñëà A−SA

òà B − SB òàêîæ íàö✐ëî ä✐ëÿòüñÿ íà ✾✳ Ñïðàâä✐✱

A− SA = abcde− (a+ b+ c+ d+ e) = (10000− 1)a+ (1000− 1)b+ (100− 1)c+ (10− 1)d.

Òîìó ÷èñëî

A+B = (A− SA) + (B − SB) + (SB + SA) = (A− SA) + (B − SB) + 45

íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✱ ÿê ñóìà òðüîõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâ✐ñòþ✳ ➬àëèøèëîñü çàóâàæèòè✱
ùî ÷èñëî A3 +B3 íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà A+B✱ àäæå A3 +B3 = (A+B)(A2 − AB +B2)✳

➬àäà÷à ✶✵✳✺✳ Ó êâàäðàòí✐é òàáëèö✐ ðîçì✐ðîì 8 × 8 ðîçì✐ñòèëè n ÷èñåë ✶ ✐ n ÷èñåë

✲✶ òàê✱ ùî â êîæíîìó ðÿäêó ✐ êîæíîìó ñòîâïö✐ íåìà➵ ÷èñåë ð✐çíèõ çíàê✐â✳ ➘ëÿ ÿêîãî

íàéá✐ëüøîãî n ìîæíà öå çðîáèòè❄

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ Ñïî÷àòêó äîâåäåìî✱ ùî n ≤ 16✳
❮àçâåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê òàáëèö✐ äîäàòíèì ✭â✐ä✬➵ìíèì✮✱ ÿêùî â íüîìó ➵ õî÷à á îäíà

÷èñëî ✶ ✭÷èñëî ✲✶✮✳ ➬ã✐äíî ç óìîâîþ çàäà÷✐ êîæíèé ðÿäîê ✭ñòîâï÷èê✮ òàáëèö✐ ➵ àáî äîäà✲
òíèì✱ àáî â✐ä✬➵ìíèì àáî íåìà➵ íàçâè✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r+✱ r−✱ s+ ✐ s− ê✐ëüê✐ñòü äîäàòíèõ
✐ â✐ä✬➵ìíèõ ðÿäê✐â ✐ ñòîâï÷èê✐â â✐äïîâ✐äíî✳ ❰ñê✐ëüêè òàáëèöÿ ìà➵ ✽ ðÿäê✐â ✐ ✽ ñòîâï÷èê✐â✱
òî

r+ + r− ≤ 8 i s+ + s− ≤ 8.

Òîìó r+ + s+ ≤ 8 àáî r− + s− ≤ 8✳ Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r+ + s+ ≤ 8 ✭ÿêùî r− + s− ≤
8✱ òî ì✐ðêó➵ìî àíàëîã✐÷íî✮✳ ➬àçíà÷èìî✱ ùî êîæíå ✐ç n ÷èñåë ✶ çàïèñàíå â êë✐òèíö✐✱ ÿêà
çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèí✐ äîäàòíîãî ðÿäêà ✐ äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà✳ ➬ ✐íøîãî áîêó✱ êë✐òèíîê✱
ÿê✐ çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèí✐ äîäàòíîãî ðÿäêà ✐ äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà✱ ➵ r+ · s+✳ Òîìó

n ≤ r+ · s+.



✾

Òåïåð ç äîïîìîãîþ íåð✐âíîñò✐ 4ab ≤ (a+ b)2 îòðèìó➵ìî

n ≤ r+ · s+ ≤ 1

4
(r+ + s+)2 ≤ 1

4
· 82 = 16.

➬àëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä ðîçòàøóâàííÿ ø✐ñòíàäöÿòè ÷èñåë ✶ ✐ ø✐ñòíàäöÿòè ÷èñåë ✲
✶✳ ❰äíèì ç òàêèõ ïðèêëàä✐â ➵ òàêèé✿ ó âåðõíüîìó ë✐âîìó êâàäðàò✐ ðîçì✐ðîì 4×4 çàïèñó➵ìî
÷èñëà ✶✱ à ó íèæíüîìó ïðàâîìó êâàäðàò✐ ðîçì✐ðîì 4× 4 çàïèñó➵ìî ÷èñëà ✲✶✳
➶✐äïîâ✐äü✿ n = 16✳

✶✶ êëàñ

➬àäà÷à ✶✶✳✶✳ Ðîçâ✬ÿæ✐òü ð✐âíÿííÿ

9x+1 − 4 · 25x = 5 · 15x.

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ Ïîä✐ëèâøè ð✐âíÿííÿ íà 25x ✐ çðîáèâøè çàì✐íó y =
(

3

5

)x
✱ îäåðæèìî ð✐â✲

íÿííÿ
9y2 − 4 = 5y,

çâ✐äêè y = −4

9
✭ùî íå ï✐äõîäèòü✱ àäæå y > 0✮ àáî y = 1✳ ➬â✐äêè x = 0✳

➶✐äïîâ✐äü✿ x = 0✳

➬àäà÷à ✶✶✳✷✳ ➬íàéä✐òü êóòè ðîìáà✱ ÿêùî
√
3 · d1d2 = 16r2,

äå d1 ✐ d2 ✕ äîâæèíè ä✐àãîíàëåé ðîìáà✱ à r ✕ ðàä✐óñ êîëà✱ âïèñàíîãî â ðîìá✳

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ❮åõàé a ✕ äîâæèíà ñòîðîíè ðîìáà ✐ S ✕ ïëîùà ðîìáà✳ ➶✐äîìî✱ ùî

S = 1

2
· d1d2 = p · r = 2a · r,

äå p = 2a ✕ ï✐âïåðèìåòð ðîìáà✳ Òåïåð ìà➵ìî

16r2 =
√
3 · d1d2 = 2

√
3 · S = 4

√
3 · a · r.

➬â✐äêè r =
√
3

4
a✳

❮åõàé 2α ✕ îäèí ç êóò✐â ðîìáà✱ íàïðèêëàä✱ ç ÿêîãî âèõîäèòü ä✐àãîíàëü äîâæèíîþ d1✳
Òîä✐ √

3

4
=

r

a
=

r
1

2
d1

·
1

2
d1

a
= sinα · cosα =

1

2
sin(2α).

➬â✐äêè 2α = 60◦ àáî 2α = 120◦✳
➶✐äïîâ✐äü✿ 60◦ ✐ 120◦✳

➬àäà÷à ✶✶✳✸✳ ➬íàéä✐òü âñ✐ òð✐éêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a✱ b òà c✱ ÿê✐ çàäîâ✐ëüíÿþòü

ð✐âí✐ñòü

81a2 − 2bc = 2021 + b2 + c2.

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➘àíó ð✐âí✐ñòü ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä✐

81a2 − (b+ c)2 = 2021,

òîáòî
(9a+ b+ c)(9a− b− c) = 2021.



✶✵

➬àóâàæèìî✱ ùî 2021 = 2021 · 1 = 43 · 47✱ ïðè÷îìó ÷èñëà ✹✸ ✐ ✹✼ ➵ ïðîñòèìè✳ Òàêèì ÷èíîì✱
ìè îäåðæó➵ìî íàñòóïí✐ äâ✐ ñèñòåìè ð✐âíÿíü

{

9a+ b+ c = 2021,
9− b− c = 1,

{

9a+ b+ c = 47,
9a− b− c = 43.

Ðîâ✬ÿçóþ÷è ïåðøó ñèñòåìó✱ îäåðæó➵ìî 18a = 2022✱ ùî íåìîæëèâî✳ Ðîçâ✬ÿçàâøè äðóãó
ñèñòåìó✱ îäåðæó➵ìî✱ ùî a = 5 ✐ b+ c = 2✳ ❰ñê✐ëüêè b ≤ 1 ✐ c ≤ 1✱ òî b = c = 1✳
➶✐äïîâ✐äü✿ a = 5✱ b = 1✱ c = 1✳

➬àäà÷à ✶✶✳✹✳ ➘åñÿòêîâ✐ çàïèñè êîæíîãî ç äâîõ ï✬ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ñêëà✲

äàþòüñÿ ç ð✐çíèõ öèôð ✐✱ êð✐ì òîãî✱ ö✐ çàïèñè íà ìàþòü ñï✐ëüíèõ öèôð✳ ➘îâåñòè✱ ùî

äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóìà An + Bn íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✳ ×è

îáîâÿçêîâî ÷èñëî A2 +B2 íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾❄

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➬àóâàæèìî ñïî÷àòêó✱ ùî äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n ñóìà An + Bn íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà A + B✳ Ñïðàâä✐✱ çã✐äíî ç ôîðìóëîþ ñóìè n ÷ëåí✐â
ãåîìåòðè÷íî➝ ïðîãðåñ✐➝ ç ïåðøèì ÷ëåíîì b1 = An−1 ✐ çíàìåííèêîì q = −B

A
✱ ìà➵ìî

An−1 − An−2B + An−3B2 − · · · − ABn−2 +Bn−1 =
b1(1− qn)

1− q
=

An +Bn

A+B
.

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî➝ ÷àñòèíè äîñòàòíüî ïîêàçàòè✱ ùî ÷èñëî A+B íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ
íà ✾✳
❰ñê✐ëüêè âñ✐ öèôðè ï✬ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë A òà B ➵ ð✐çíèìè ✐ âñüîãî ð✐çíèõ öèôð ➵ ✶✵✱

òî ó äåñÿòêîâîìó çàïèñ✐ öèõ ÷èñåë çóñòð✐÷à➵òüñÿ ð✐âíî ïî îäíîìó ðàçó êîæíà öèôðà â✐ä ✵
äî ✾✳ Òîìó ñóìà öèôð S ÷èñåë A òà B äîð✐âíþ➵

S = 0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SA ✐ SB ñóìè öèôð ÷èñåë A òà B â✐äïîâ✐äíî✳ çðîçóì✐ëî✱ ùî

SA + SB = S = 45.

❰ñê✐ëüêè âñ✐ ÷èñëà 10−1✱ 100−1✱ 1000−1 ✐ 10000−1 ä✐ëÿòüñÿ íàö✐ëî íà ✾✱ òî ÷èñëà A−SA

òà B − SB òàêîæ íàö✐ëî ä✐ëÿòüñÿ íà ✾✳ Ñïðàâä✐✱

A− SA = abcde− (a+ b+ c+ d+ e) = (10000− 1)a+ (1000− 1)b+ (100− 1)c+ (10− 1)d.

Òîìó ÷èñëî

A+B = (A− SA) + (B − SB) + (SB + SA) = (A− SA) + (B − SB) + 45

íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✱ ÿê ñóìà òðüîõ ÷èñåë ç òàêîþ âëàñòèâ✐ñòþ✳
×èñëî A2 +B2 íå îáîâ✬ÿçêîâî íàö✐ëî ä✐ëèòüñÿ íà ✾✳ ➘ëÿ ïðèêëàäó äîñòàòíüî âçÿòè òàê✐

÷èñëà A ✐ B✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü âñ✐ ð✐çí✐ öèôðè✱ àëå êîæíå ç íèõ íå ä✐ëèòüñÿ íà ✸✳ Òîä✐ äîáóòîê
2AB òàêîæ íå ä✐ëèòüñÿ íà ✸✳ Òîìó ÷èñëî

A2 +B2 = (A+B)2 − 2AB

íå ä✐ëèòüñÿ íà ✸✱ àäæå (A+B)2 ä✐ëèòüñÿ íà ✾✳

➬àäà÷à ✶✶✳✺✳ Ó êâàäðàòí✐é òàáëèö✐ ðîçì✐ðîì 9 × 9 ðîçì✐ñòèëè n ÷èñåë ✶ ✐ n ÷èñåë

✲✶ òàê✱ ùî â êîæíîìó ðÿäêó ✐ êîæíîìó ñòîâïö✐ íåìà➵ ÷èñåë ð✐çíèõ çíàê✐â✳ ➘ëÿ ÿêîãî

íàéá✐ëüøîãî n ìîæíà öå çðîáèòè❄

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ Ñïî÷àòêó äîâåäåìî✱ ùî n ≤ 20✳
❮àçâåìî ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê òàáëèö✐ äîäàòíèì ✭â✐ä✬➵ìíèì✮✱ ÿêùî â íüîìó ➵ õî÷à á îäíà

÷èñëî ✶ ✭÷èñëî ✲✶✮✳ ➬ã✐äíî ç óìîâîþ çàäà÷✐ êîæíèé ðÿäîê ✭ñòîâï÷èê✮ òàáëèö✐ ➵ àáî äîäà✲
òíèì✱ àáî â✐ä✬➵ìíèì àáî íåìà➵ íàçâè✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r+✱ r−✱ s+ ✐ s− ê✐ëüê✐ñòü äîäàòíèõ



✶✶

✐ â✐ä✬➵ìíèõ ðÿäê✐â ✐ ñòîâï÷èê✐â â✐äïîâ✐äíî✳ ❰ñê✐ëüêè òàáëèöÿ ìà➵ ✾ ðÿäê✐â ✐ ✾ ñòîâï÷èê✐â✱
òî

r+ + r− ≤ 9 i s+ + s− ≤ 9.

Òîìó r+ + s+ ≤ 9 àáî r− + s− ≤ 9✳ Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r+ + s+ ≤ 9 ✭ÿêùî r− + s− ≤
9✱ òî ì✐ðêó➵ìî àíàëîã✐÷íî✮✳ ➬àçíà÷èìî✱ ùî êîæíå ✐ç n ÷èñåë ✶ çàïèñàíå â êë✐òèíö✐✱ ÿêà
çíàõîäèòüñÿ íà ïåðåòèí✐ äîäàòíîãî ðÿäêà ✐ äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà✳ ➬ ✐íøîãî áîêó✱ êë✐òèíîê✱
ÿê✐ çíàõîäÿòüñÿ íà ïåðåòèí✐ äîäàòíîãî ðÿäêà ✐ äîäàòíîãî ñòîâï÷èêà✱ ➵ r+ · s+✳ Òîìó

n ≤ r+ · s+ =
1

4
((r+ + s+)2 − (r+ − s+)2).

ßêùî r+ + s+ ≤ 8✱ òî

n ≤ 1

4
((r+ + s+)2 ≤ 16.

ßêùî æ r+ + s+ = 9✱ òî |r+ − s+| ≥ 1 ✭ÿê ð✐çíèöÿ ÷èñåë ð✐çíî➝ ïàðíîñò✐✮ ✐

n ≤ 1

4
((r+ + s+)2 − (r+ − s+)2) ≤ 1

4
(92 − 1) = 20.

➬àëèøèëîñü íàâåñòè ïðèêëàä ðîçòàøóâàííÿ äâàäöÿòè ÷èñåë ✶ ✐ äâàäöÿòè ÷èñåë ✲✶✳
❰äíèì ç òàêèõ ïðèêëàä✐â ➵ òàêèé✿ ó âåðõíüîìó ë✐âîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçì✐ðîì 5 × 4 çà✲
ïèñó➵ìî ÷èñëà ✶✱ à ó íèæíüîìó ïðàâîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçì✐ðîì 4 × 5 çàïèñó➵ìî ÷èñëà
✲✶✳
➶✐äïîâ✐äü✿ n = 20✳


